Anadlisis Convexo

Definicién: Se dice que C C R"™ es un conjunto convezxo si el segmento
lineal cerrado que une cualquier par de puntos de C esta totalmente contenido
en dicho conjunto; es decir, el conjunto C es convexo si
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Definicién: Si C un convexo no-vacio de R"™, se dice que la funcién
f: C — R es convexa sobre C si para todo par de puntos de C, z' y 22, y
para todo A € [0, 1] se verifica

FO1 =Nt +22%) < (1= N)f(ah) + Af(a?).

Sea C un conjunto convexo de R™ cuyo interior topoldgico contiene al
origen; es decir, tal que 0,, € int C. Se pide:
1) Probar que la expresién

f(z) :=inf{\ >0 |z € \C},

donde AC : = {Az : Va € C}, define una funcién f que estd definida y toma
valor finito en todo punto x € R".
2) Probar que f es positivamente homogénea; i.e.,

flpx) = pf(z), Y 2 0y Vo € R™.

3) Demostrar que f es subaditiva; i.e.,

fle+y) < f(x)+ fly), Vr,y € R™.

4) Comprobar que f es convexa sobre R".
5) Se sabe que, como consecuencia de la convexidad de f sobre R", serd
continua en todo el espacio. Probar que se cumple

intC={xeR"| f(z) < 1}.

6) Probar que si C = B, bola abierta con centro en el origen y radio
uno para una cierta norma ||.|| en R", entonces la funcién f coincide con la
norma,; i.e.,

fx) =]



Solucién:

1) Como 0,, € int C, existird p > 0 tal que pB C C, donde B es la bola
abierta con centro en el origen y radio uno. Entonces, cualquiera que sea
x # 0,
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y el conjunto {\ > 0|z € AC} # 0, por lo que inf{A >0 | z € A\C} < o0. Si

x = 0,, obviamente inf{\A > 0| 0,, € AC} = 0, y concluimos que la funcién

f estéd definida y tiene valor finito en todo punto de R™. Ademds, f(z) > 0,
para todo x € R", y f(0,) = 0.

2) Esta propiedad es obvia para p = 0. Supongamos, pues, u > 0. En-
tonces

reC=zxrec ——

flpz) = inf{\ > 0| ux € A\C}
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= pinf{— xr € —
[ {u >0]ze MC}
= pnf(z).
3) Es evidente que, para cualquier £ > 0,
re(f(x)+e)Ceye (fly) +e)C.
Por lo tanto
z+y € (f(x)+e)C+ (f(y) +e)C = (f(z) + f(y) + 2)C.

Como esta pertenencia se da para todo ¢ > 0, resulta f(z+y) < f(z)+ f(y).
4) Si A € [0,1] y « e y son puntos arbitrarios en R™

S =Nz +Ay) < f(1=Nz) + f(Ay) = (1= A) f(2) + Af(y).
5) Es evidente que si f(z) < 1, se tiene z € C, es decir
{z€R"| f(z) <1} C C. (1)
Como f es continua, {z € R" | f(x) < 1} serd abierto y, por (1),

{r eR" | f(z) <1} CintC.
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Veamos, ahora, que se verifica también la inclusién contraria.

Sea z° € int C C C. Es claro que f(2°) < 1, y comprobaremos que no se
puede dar f(2°) = 1. Si fuese f(2°) = 1, y dado que z° € int C, existirfa
p > 1 tal que pua® € C. Entonces,

f(pa®) = pf(a®) = p>1,

lo cual es imposible porque f(z) < 1 para todo z € C.
6) En efecto, si = 0,,, f(0,) = ||0,|| = 0. Si  # 0,,, y cualquiera que
sea A > ||z||, resulta obvio que
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y haciendo A — ||z|| se deduce f(x) < ||z||.
Por otra parte, si A < ||z|| es claro que = ¢ AB, por lo que f(x) = ||z|| .



