V PREMIOS JORGE JUAN (2002)
PROBLEMA DE INVESTIGACION OPERATIVA

Una aerolinea cuenta con cinco tipos de avion, A, B, C, D y E, que tienen planes de limpieza
diferentes. Hay un tinico hangar de limpieza, ubicado en el acropuerto base, que esta abierto las
24 horas del dia, y que solo puede operar en cinco configuraciones, (A,B,D), (A,D,E), (A,C,E),
(B,C,D) y (B,C,E), pudiendo ser atendidos simultdneamente cualquier nimero de aviones de la
configuracion que esté operativa. Diariamente, llegan a la base 9 aviones de tipo A, 10 de tipo B,
14 de tipo C, 12 de tipo D y 15 de tipo E, aterrizando una sola vez a lo largo del dia y con horario
de llegada aleatorio. Seria deseable proceder a la limpieza de todos ellos, pero existe un
protocolo que establece que se dejara para mejor ocasion la limpieza de aquellos aviones que no
puedan ser atendidos en el momento de su llegada. El departamento de planificacion debe
decidir qué parte del tiempo total de funcionamiento del hangar conviene dedicar a cada
configuracion.

(a) Calcule los nimeros esperados de aviones de cada tipo que no podran ser atendidos en
cada una de las siguientes alternativas: (I) se dedica la mitad del tiempo a cada una de las dos
primeras configuraciones (y nada a las otras tres); (II) se dedicar el mismo tiempo a las cinco
configuraciones; y (III) se dedican los siguientes porcentajes del tiempo total a cada una de ellas
(en ese orden): 2°39, 30’64, 15’60, 28’44 y 22°93.

(b) Si se desea minimizar el numero esperado de aviones no atendidos a su llegada, sin
distincion de tipo, ¢es Optima alguna de las decisiones descritas en (a)? Justifique la respuesta.

(c) Si se desea minimizar el maximo del nimero esperado de aviones de cada tipo que no
podran ser atendidos a su llegada, ;estd cerca de ser Optima alguna de las decisiones descritas en
(a)? Justifique la respuesta.



Solucion

(a) Sea x; = "parte del tiempo dedicado a la configuracion i, i = 1,...,5. Tenemos una
distribucion discreta de probabilidad, que permite calcular la esperanza de que un tipo de avion
sea atendido. Asi, los aviones tipo A pueden ser atendidos en las configuraciones 1, 2 y 3, que
acumulan una probabilidad x; + x2 + x3; la probabilidad de que no sea atendido uno de esos
aviones es 1 — (x1 +x2 +x3) = x4 + x5, y el numero esperado de aviones de tipo A no atendidos
durante el dia es 9(x4 + x5). De forma analoga se calculan las otras 4 esperanzas matematicas,
que valen 10(x2 +x3), 14(x1 +x2), 12(x3 + x5) y 15(x1 + x4). La siguiente tabla muestra los
aviones de cada tipo que (esperamos) no seran atendidos:

I 1| I
Al 0 364624
B| 5 | 4 |4624
C| 14 |56 4624
D| 0 [48|4°624
E 75| 6 |4624

(b) Se trata de minimizar la suma de las cinco esperanzas:

(P]) Min 29X1 + 24XZ + 22X3 + 24X4 + 2IX5
sa X1+ ..+xs5=1
Xi > O,l = 1,...,5.

Como el conjunto factible de (P1) es un politopo, el minimo se alcanzara en uno de sus
vértices, que tienen una sola coordenada positiva, con valor 1. El mejor vértice es, obviamente,
(0,0,0,0,1). La solucion optima es dejar fija la quinta configuracion, lo que dejaré sin atender
21 aviones, que es menos de lo que corresponde a I (26°5), 11 (24) y I1I (23°12), por lo que
ninguna de las tres decisiones consideradas en (a) es 6ptima.

(¢) Llamando

f(xl,...,X5) = max{9(x4 +xs), lO(X2 +X3), l4(x1 +XQ), 12(X3 +X5), 15()61 +X4)},
el problema a resolver es

(P2) Min f(x1,....x5)
s.a xXi1+..+x5=1
x;>0,i=1,..,5.

Los niimeros maximos esperados correspondientes a I, Il y Il son 14, 6 y 4'624,
respectivamente, por lo que de las tres decisiones, la inica que podria ser 6ptima es III. Para
chequear su optimalidad no sirve (P, ), porque su funcion objetivo f no es diferenciable. Por eso
conviene reformular el problema llamando z = f{x1,...,x5). Obtenemos asi el problema de
programacion lineal equivalente



(P3) Min z
s.aa  9(xs+xs5) <z

10(x2 +x3) <z

14(x1 +x2) <z

12(x3 +x5) <z

15(x1 +x4) <z

X1 +xX2+x3+x4+x5 =1
x;>0,i=1,..,5.

La solucion factible correspondiente a III es
x1 =0'0239,x2 = 0'3064,x3 = 0'1560,x4 = 0'2844,x5 = 0'2294,z = 4'624.

Son aproximadamente activas en (P3) las seis primeras restricciones. Tras escribir las

desigualdades como 7>”, se comprueba que se cumple la condicién de KKT con multiplicadores
=,0, &, &, 0 (no negativos) y 2= (este signo no importa). En conclusion, la solucion 6ptima
de (P3) es la solucion (Ginica) del sistema de 6 ecuaciones y otras tantas incognitas
correspondientes a las 6 primeras restricciones. Obviamente, dicha solucion estd muy proxima a
1.

Puede llegarse a la misma conclusion mediante el método simplex, pero es mas trabajoso, sin
excluir otros argumentos mas 0 menos ingeniosos.



